
Κ. Χριστοδουλίδης: Ειδική Θεωρία της Σχετικότητας

ΗΛΕΚΤΡΟΜΑΓΝΗΤΙΣΜΟΣ

Οι εξισώσεις του Μάξγουελ

Η µαθηµατική περιγραφή των νόµων του ηλεκτροµαγνητισµού δίνεται από 
τις εξισώσεις του Maxwell (1862), οι οποίες είναι οι εξής:

Η πρώτη εξίσωση προκύπτει από τον νόµο του Coulomb και 

αποτελεί τη διατύπωση του νόµου του Gaussσε διαφορική µορφή. Η 
έκφραση στα αριστερά είναι η ροή του ηλεκτρικού πεδίου (ή των γραµµών 
πεδίου του ) ανά µονάδα απειροστού όγκου, η οποία είναι ανάλογη του 
ολικού φορτίου που περικλείει ο όγκος αυτός. 

Η δεύτερη εξίσωση είναι η αντίστοιχη εξίσωση για τη ροή του 

µαγνητικού πεδίου, η οποία εξισώνεται µε µηδέν λόγω της ανυπαρξίας 
µαγνητικών µονοπόλων, που θα αντιστοιχούσαν στα αρνητικά ή θετικά 
ηλεκτρικά φορτία. 
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Η τρίτη εξίσωση είναι η διαφορική µορφή του νόµου της 

επαγωγής του Faraday, δηλαδή του γεγονότος ότι χρονικά µεταβαλλόµενο 
ηλεκτρικό πεδίο παράγει µαγνητικό πεδίο.

Η τέταρτη εξίσωση είναι η αντίστοιχη εξίσωση 

της τρίτης, η οποία εκφράζει τον νόµο του Amèpre, σύµφωνα µε τoν οποίo 
ένα χρονικά µεταβαλλόµενο ηλεκτρικό πεδίο ή ένα ηλεκτρικό ρεύµα, 
παράγουν µαγνητικό πεδίο.

Στο κενό, χωρίς φορτία (          ) ή ρεύµατα (         ) , οι εξισώσεις 
απλοποιούνται σε:
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Η κυµατική εξίσωση
Οι εξισώσεις του Μάξγουελ στο κενο, χωρίς φορτία ή ρεύµατα,  
συνδυάζονται για να δώσουν τις εξισώσεις για το ηλεκτροµαγνητικό κύµα

οι οποίες γράφονται και ως

Αυτές οι εξισώσεις περιγράφουν ένα ηλεκτροµαγνητικό κύµα που κινείται 
µε ταχύτητα
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Ο µετασχηµατισµός των εξισώσεων του Μάξγουελ 
και της κυµατικής εξίσωσης

΄

Ο µετασχηµατισµός του Γαλιλαίου 

µετατρέπει την κυµατική εξίσωση σε

Ο µετασηµατισµός του Λόρεντς 

αφήνει αναλλοίωτη την κυµατική εξίσωση και τις εξισώσεις του 
Μάξγουελ, µε την πεοϋπόθεση ότι τα πεδία µετασχηµατίζονται µε κάποιο 
συγκεκριµένο τρόπο. 
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Η δύναµη του Λόρεντς

Η δύναµη του Λόρεντς, που ασκείται πάνω σε ένα φορτίο το οποίο κινείται 
µέσα σε ένα ηλεκτρικό πεδίο       και ένα µαγνητικό πεδίο     , είναι 

παραµένει αναλλοίωτη κατά τον µετασχηµατισµό του Λόρεντς.
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Το αναλλοίωτο του ηλεκτρικού φορτίου

Σε αντίθεση µε τη µάζα, το ηλεκτρικό φορτίο δεν µεταβάλλεται µε την 
ταχύτητα. Ένα φορτίο που έχει τιµή Q σε ένα σύστηµα αναφοράς, έχει την 
ίδια τιµή σε όλα τα συστήµατα αναφοράς. 

Αν θεωρηθεί ότι οι εξισώσεις του Maxwell είναι σύµφωνες µε την Ειδική 
Θεωρία της Σχετικότητας, το αναλλοίωτο του ηλεκτρικού φορτίου 
προκύπτει ως συνέπεια. 

Αυτό είναι συνέπεια των µετασχηµατισµών της πυκνότητας φορτίου ρ
και της πυκνότητας ρεύµατος J οι οποίοι αφήνουν αναλλοίωτη την 
εξίσωση της συνέχειας του φορτίου, η οποία, µε τη σειρά της, προκύπτει 
από τη διατήρηση του φορτίου.

 

 



Κ. Χριστοδουλίδης: Ειδική Θεωρία της Σχετικότητας

Αυτό επιβεβαιώνεται πειραµατικά.

Το 1960, ο King χρησιµοποίησε ένα δοχείο, ηλεκτρικά αποµονωµένο από 
το περιβάλλον, το οποίο περιείχε αέριο υδρογόνο. Από µια µικρή οπή το 
αέριο µπορούσε να διαφύγει, µε έναν τέτοιο τρόπο που εµπόδιζε τη 
διαφυγή ιονισµένων µορίων. 
Το δοχείο περιείχε συνολικά 17 γραµµάρια      ή περίπου              µόρια. 245 10×2H
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Το κάθε µόριο του       έχει δύο πρωτόνια και δύο ηλεκτρόνια. 
Η ταχύτητα των ηλεκτρονίων είναι ίση µε c/137, περίπου.

Αν τα µόρια είχαν κάποιο φορτίο, η σταδιακή φόρτιση του αρχικά 
ουδέτερου δοχείου καθώς τα φορτισµένα µόρια διέφευγαν θα µπορούσε να 
ανιχνευτεί πάνω από κάποιο επίπεδο. 

Καµιά φόρτιση του δοχείου δεν παρατηρήθηκε, σε τέτοια ευαισθησία που 
θέτει ένα ανώτατο όριο στο όποιο φορτίο υπάρχει στο «ουδέτερο» µόριο 
του       ίσο µε         |e| σε απόλυτη τιµή. 
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Οι Hughes, Fraser και Carlson (1988) προσπάθησαν να ανιχνεύσουν 
ηλεκτροστατική απόκλιση των «ουδέτερων» ατόµων µιας δέσµης από 
άτοµα καισίου. Το ίδιο πείραµα έγινε και µε δέσµη ατόµων καλίου. 

Κανένα φορτίο δεν ανιχνεύτηκε που θα σήµαινε µια διαφορά µεγαλύτερη 
από                  |e| στις απόλυτες τιµές των φορτίων του ηλεκτρονίου και 
του πρωτονίου. Στα άτοµα του καισίου, το οποίο έχει ατοµικό αριθµό

, τα ηλεκτρόνια του φλοιού Κ έχουν ταχύτητες της τάξης του
, οπότε η ουδετρότητα των ατόµων του καισίου αποτελεί σηµαντική 

µαρτυρία για το αναλλοίωτο του φορτίου. 
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Η εξίσωση της κίνησης 

έχει επιβεβαιωθεί από πειράµατα όπως αυτά του Kaufmannκαι στην 
κατασκευή και λειτουργία επιταχυντών µεγάλων ενεργειών. 

Σε αυτούς, η µεταβολή της αδρανειακής µάζας µε την ταχύτητα 
λαµβάνεται υπόψη. Μαγνητικά πεδία χρησιµοποιούνται για την απόκλιση 
των επιταχυνοµένων σωµατιδίων, και η εξίσωση χρησιµοποιείται µε 
σταθερό το φορτίο q. 

Η ενέργεια στην οποία επιταχύνονται ηλεκτρόνια από τα σηµερινά 
σύγχροτρα ξεπέρασε τα 25 GeV, ενώ πρωτόνια έχουν επιταχυνθεί 
προσφάτως σε ενέργειες 7 TeV στο CERN, µε τον επιταχυντή LHC. Ας 
σηµειωθεί ότι ένα ηλεκτρόνιο µε κινητική ενέργεια 25 GeV κινείται µε 
ταχύτητα                             , (                 )  ενώ ένα πρωτόνιο ενέργειας 7 
TeV κινείται µε ταχύτητα                              (              ). 

Ακόµη και σε τέτοιες ταχύτητες του κινούµενου φορτίου η εξίσωση για τη 
δύναµη Λόρεντς είναι επαρκής, µε το φορτίο q αναλλοίωτο. 
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Άσκηση ΧΧ.  Το ηλεκτρικό πεδίο σε έναν πυκνωτή
Ένας πυκνωτής µε παράλληλους επίπεδους οπλισµούς βρίσκεται ακίνητος, 
στο κενό, σε ένα σύστηµα αναφοράς . Οι οπλισµοί του πυκνωτή είναι 
παράλληλοι προς το επίπεδο xz και είναι ορθογώνιοι, µε πλευρές a και b οι 
οποίες είναι παράλληλες προς τους άξονες x και z, αντίστοιχα. Η απόσταση 
ανάµεσα στους οπλισµούς είναι ίση µε d. Οι δύο οπλισµοί φέρουν φορτία 
+Q και –Q, αντίστοιχα. Η διαφορά δυναµικού ανάµεσα στους οπλισµούς 
είναι ∆U και το ηλεκτρικό πεδίο στον χώρο µεταξύ των οπλισµών είναι E.   

Με δεδοµένο ότι το φορτίο είναι αναλλοίωτο, να βρεθεί η χωρητικότητα 
του πυκνωτή, η ένταση του 
ηλεκτρικού πεδίου και η διαφορά 
δυναµικού ανάµεσα στους 
οπλισµούς του πυκνωτή, όπως τα 
µετράει ένας παρατηρητής σε ένα 
άλλο σύστηµα αναφοράς,     , το 
οποίο κινείται ως προς το 
σύστηµα S µε ταχύτητα V στην 
κατεύθυνση των θετικών x. 

S′
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Η χωρητικότητα του πυκνωτή στο σύστηµα S είναι

Επειδή τα φορτία στους οπλισµούς είναι         , 
η διαφορά δυναµικού ανάµεσα στους οπλισµούς είναι

και το ηλεκτρικό πεδίο στο χώρο µεταξύ των οπλισµών έχει ένταση
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Στο σύστηµα αναφοράς    , τα φορτία στους οπλισµούς παραµένουν ίσα µε    
, και οι διαστάσεις του πυκνωτή είναι οι ίδιες, εκτός από το µήκος a

στην κατεύθυνση της σχετικής κίνησης των δύο συστηµάτων, η οποία 
συστέλλεται σε  a/γ. Εποµένως, στο σύστηµα     , είναι:

,                                      ,                                    .          
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Οι µετασχηµατισµοί του ηλεκτρικού και του µαγνητικού πεδίου 
Έστω ότι το ηλεκτρικό και το µαγνητικό πεδίο στο αδρανειακό σύστηµα 
αναφοράς                       είναι      και      , αντίστοιχα, και στο αδρανειακό 
σύστηµα                          , το οποίο κινείται µε ταχύτητα               ως προς 
το S , είναι       και      . 

Ένα σωµατίδιο µε φορτίο q κινείται στο σύστηµα S µε ταχύτητα     και στο 
σύστηµα Ś  µε ταχύτητα    . Η δύναµη Lorentzπου ασκείται πάνω στο 
φορτίο στα δύο συστήµατα είναι:

και             

Οι συνιστώσες     και      των δυνάµεων     και      είναι

και    

Η συνιστώσα y της δύναµης µετασχηµατίζεται σύµφωνα µε τη σχέση

όπου                               .
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Εποµένως,

και

Ο µετασχηµατισµός των ταχυτήτων δίνει

Έτσι,

ή

Αυτή πρέπει να ισχύει για κάθε τιµή της ταχύτητας   . Εξισώνοντας τους 
συντελεστές των συνιστωσών της     µε µηδέν, βρίσκουµε

Με παρόµοιο τρόπο βρίσκουµε τον µετασχηµατισµό και των                    . 
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Ο µετασχηµατισµός του ηλεκτροµαγνητικού πεδίου είναι:

x xE E′ = ( )y y zE E VBγ′ = − ( )z z yE E VBγ′ = +

x xB B′ = ( )2/y y zB B VE cγ′ = + ( )2/z z yB B VE cγ′ = −

Ο αντίστροφος µετασχηµατισµός είναι:

x xE E′=

x xB B′=
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Άσκηση ΧΧ.  Τα πεδία σε έναν κινούµενο πυκνωτή
Χρησιµοποιώντας τους µετασχηµατισµούς των πεδίων, να βρεθεί το 
ηλεκτρικό και το µαγνητικό πεδίο στο χώρο ανάµεσα στους οπλισµούς 
ενός πυκνωτή, όπως τα µετράει ένας παρατηρητής στο σύστηµα αναφοράς 
Ś  το οποίο κινείται µε ταχύτητα V ως προς τον πυκνωτή, όπως φαίνεται 
στο σχήµα.
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Στο σύστηµα αναφοράς S, οι συνιστώσες των πεδίων στο χώρο ανάµεσα 
στους οπλισµούς του πυκνωτή είναι:

Ο µετασχηµατισµός των πεδίων δίνει για το σύστηµα αναφοράς Ś :

0, , 0, 0, 0, 0x y z x y zE E E B B B= = = = =

( ) ( )0, , 0x x y y z y z z yE E E E VB E E E VBγ γ γ′ ′ ′= = = − = = + =

( ) ( )2 2 20, / 0, / /x x y y z z z y yB B B B VE c B B VE c VE cγ γ γ′ ′ ′= = = + = = − = −
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Τα πεδία ενός κινούµενου ηλεκτρικού φορτίου 
Στο αδρανειακό σύστηµα αναφοράς S, το φορτίο κινείται µε σταθερή 
ταχύτητα               πάνω στον άξονα των x . Στο αδρανειακό σύστηµα 
αναφοράς Ś  το φορτίο Q είναι ακίνητο στην αρχή των αξόνων. 

ˆV=V x

 

 

Το φορτίο δηµιουργεί στο σύστηµα Ś  τα 
πεδία

και                .

Τα πεδία έχουν αξονική συµµετρία γύρω από 
τον άξονα των x. Γι’ αυτό υπολογίζουµε τα 
πεδία πάνω στο επίπεδο xz, στο οποίο οι 
συνιστώσες του ηλεκτρικού πεδίου είναι
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Ο µετασχηµατισµός των συντεταγµένων του φορτίου είναι

όπου t είναι ο χρόνος που πέρασε από τη στιγµή που οι αρχές των δύο 
συστηµάτων συνέπεσαν.

2( ), , , ( / )x x Vt y y z z t t Vx cγ γ′ ′ ′ ′= − = = = −
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Ο µετασχηµατισµός του ηλεκτρικού πεδίου, δίνει, για            ,

και                                              . 

Εποµένως, για         , όταν το φορτίο Q περνά από την αρχή των αξόνων 
του συστήµατος S, είναι
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Συναρτήσει των r και θ,  

∆ιανυσµατικά,
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Υπολογισµός του µαγνητικού πεδίου

Για            , οι εξισώσεις του µετασχηµατισµού των πεδίων 

και

γίνονται

Όµως,                                ,        οπότε      

η οποία, µε την                     , δίνει

( ) ( )2
( 1)

V
γ γ γ′ ′ ′= − − ⋅ − ×

V
E E V E V B

( ) ( )2 2
( 1)

V c

γ
γ γ′ ′ ′= − − ⋅ ×

V
B B V B + V E

0′ =B

( )2
( 1)

V
γ γ′ ′= − − ⋅

V
E E V E ( )2c

γ
′= ×B V E

γ ′× = ×V E V E
2

1

c
= ×B V E

2
0 01/c ε µ=

( )
2

0
3/22 2 2

1
ˆ

4π 1 sin

Q

r

µ β

β θ

−
= ×

−
B V r
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Το ηλεκτρικό πεδίο είναι ακτινικό αλλά όχι σφαιρικά συµµετρικό. 

Για µεγάλες ταχύτητες το πεδίο είναι έντονα συγκεντρωµένο στο επίπεδο 
που είναι κάθετο στην ταχύτητα του φορτίου

Οι γραµµές του µαγνητικού πεδίου είναι κύκλοι, που έχουν τα κέντρα τους 
πάνω στην ευθεία κίνησης του φορτίου
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∆ύναµη που ασκείται πάνω σε κινούµενο φορτίο από ηλεκτρικό ρεύµα
Συνοπτικά

0λ+
0λ−0υ

υ

Σύστηµα Αναφοράς του Εργαστηρίου

Ουδέτερος αγωγός. Ηλεκτρικό πεδίο  

Θετικά ιόντα: Ακίνητα. Γραµµική πυκνότητα φορτίου       . 
Ηλεκτρόνια: Ταχύτητα      . Γραµµική πυκνότητα φορτίου       .

Φορτίο q απέχει απόσταση r από τον αγωγό. Ταχύτητα    . 

0=E

 

 

Κ. Χριστοδουλίδης: Ειδική Θεωρία της Σχετικότητας

υ−
0υ ′

Σύστηµα Αναφοράς του Φορτίου

Θετικά ιόντα: Ταχύτητα     . Γραµµική πυκνότητα φορτίου       . 
Ηλεκτρόνια: Ταχύτητα      . Γραµµική πυκνότητα φορτίου                    .

Ολική γραµµική πυκνότητα φορτίου: 

Ηλεκτρικό πεδίο:  

Φορτίο q ακίνητο.    ∆ύναµη πάνω στο φορτίο: 

0γλ
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Σύστηµα Αναφοράς του Εργαστηρίου

∆ύναµη πάνω στο φορτίο: 

Ηλεκτρικό ρεύµα στον αγωγό

Εποµένως, .  Με                    ,   

Αυτή είναι η δύναµη που ασκεί ένα µαγνητικό πεδίο ίσο µε

πάνω σε φορτίο q που κινείται µε ταχύτητα     .
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∆ύναµη που ασκείται πάνω σε κινούµενο φορτίο από ηλεκτρικό ρεύµα 

Αναλυτικά

Θα θεωρήσουµε ότι, στο Σύστηµα Αναφοράς του Εργαστηρίου (ΣΑΕ), 
υπάρχει ακίνητος ουδέτερος αγωγός. Τα θετικά ιόντα του αγωγού είναι 
ακίνητα και έχουν (θετική) πυκνότητα φορτίου       . Τα ηλεκτρόνια του 
αγωγού έχουν (αρνητική) πυκνότητα φορτίου         και κινούνται όλα µε 
την ίδια ταχύτητα      προς τα θετικά x. Ένα φορτίο q απέχει απόσταση r
από τον αγωγό και κινείται προς τα θετικά x, µε ταχύτητα     στο ΣΑΕ. 
Στο ΣΑΕ ο αγωγός είναι ηλεκτρικά ουδέτερος και δεν δηµιουργεί 
ηλεκτρικό πεδίο. 

0λ+

0λ−
0υ

υ
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Στο Σύστηµα Αναφοράς του Φορτίου (ΣΑΦ) το φορτίο είναι ακίνητο, τα 
θετικά ιόντα κινούνται προς τα αρνητικά x µε ταχύτητα       και τα 
ηλεκτρόνια κινούνται τώρα µε ταχύτητα       στην κατεύθυνση του άξονα 
των x . 

υ−

0υ ′

 

 

Κ. Χριστοδουλίδης: Ειδική Θεωρία της Σχετικότητας

Ορίζουµε τα µεγέθη:

Από τον σχετικιστικό νόµο πρόσθεσης των ταχυτήτων, βρίσκουµε ότι η 
ανηγµένη ταχύτητα των ηλεκτρονίων στο ΣΑΦ είναι

Από τον µετασχηµατισµό του παράγοντα του Λόρεντς έχουµε

0
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01

β β
β

ββ
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−
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Κ. Χριστοδουλίδης: Ειδική Θεωρία της Σχετικότητας

Επειδή στο ΣΑΦ τα θετικά ιόντα κινούνται τώρα, οι αποστάσεις ανάµεσά 
τους συστέλλονται κατά έναν παράγοντα         και έτσι η γραµµική 
πυκνότητα του θετικού φορτίου είναι µεγαλύτερη από όσο στο ΣΑΕ και ίση 
µε      . Τα ηλεκτρόνια, τώρα, βρίσκονται σε κίνηση µε ταχύτητα     στο 
ΣΑΕ. Η γραµµική πυκνότητα φορτίου των ηλεκτρονίων στο ΣΑΕ είναι       . 
Στο δικό τους σύστηµα αναφοράς, χωρίς συστολή µήκους, η γραµµική 
πυκνότητα φορτίου των θα είναι              . 

1/γ

0γλ 0υ
0λ−

0 0/λ γ−

 

 

Κ. Χριστοδουλίδης: Ειδική Θεωρία της Σχετικότητας

Στη συνέχεια, στο ΣΑΦ, στο οποίο τα ηλεκτρόνια κινούνται µε ταχύτητα    , 
οι αποστάσεις ανάµεσά τους είναι µικρότερες κατά έναν παράγοντα  
συγκρινόµενες µε αυτές στο δικό τους σύστηµα, και η γραµµική πυκνότητα 
του αρνητικού φορτίου είναι                    . 

0υ ′

01/γ ′

0 0 0( / )λ γ γ′−

 

 



Κ. Χριστοδουλίδης: Ειδική Θεωρία της Σχετικότητας

Η ολική γραµµική πυκνότητα φορτίου είναι το αλγεβρικό άθροισµα των 
δύο πυκνοτήτων και ίση µε

Στο ΣΑΦ, ο αγωγός είναι φορτισµένος µε γραµµική πυκνότητα φορτίου     . 
∆ηµιουργεί, εποµένως, ένα ηλεκτρικό πεδίο που είναι κάθετο στον άξονα 
του αγωγού και έχει ένταση

0
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Κ. Χριστοδουλίδης: Ειδική Θεωρία της Σχετικότητας

Μετασχηµατίζοντας πίσω στο Σύστηµα Αναφοράς του Εργαστηρίου, η 
απόσταση του φορτίου από τον αγωγό παραµένει            και η δύναµη 
µετασχηµατίζεται σε                     ή 

Το πεδίο αυτό ασκεί στο φορτίο q δύναµη 0 0

02πy y

q
F qE

r

γββ λ
ε

′ ′= = −
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0 0
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q
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ββ λ
ε
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Το ηλεκτρικό ρεύµα στον αγωγό, όπως αυτό µετράται στο ΣΑΕ, είναι

Εποµένως, 

Αν χρησιµοποιήσουµε τη σχέση                      βρίσκουµε ότι 

Αυτή είναι η δύναµη που ασκεί ένα ακτινικό µαγνητικό πεδίο ίσο µε 

πάνω σε φορτίο q που κινείται µε ταχύτητα     .

Είδαµε ότι ένας ηλεκτρικά ουδέτερος αγωγός που διαρρέεται από ρεύµα, 
εµφανίζεται φορτισµένος στο σύστηµα αναφοράς ενός κινούµενου 
φορτίου και ασκεί µια ηλεκτρική δύναµη πάνω σε αυτόν.  
Μετασχηµατιζόµενη στο σύστηµα του εργαστηρίου, αυτή η δύναµη 
εµφανίζεται ως µαγνητική δύναµη.
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Κ. Χριστοδουλίδης: Ειδική Θεωρία της Σχετικότητας

Φ.6  Η µέση διάρκεια ζωής των ακίνητων µιονίων είναι                            . 
Τα µιόνια σε µια δέσµη παρατηρούνται να έχουν µέση διάρκεια ζωής  

. Ποια είναι η ταχύτητα των µιονίων στη δέσµη;            

ΛΥΣΗ

Οι µέσες διάρκειες ζωής των µιονίων στο δικό τους σύστηµα αναφοράς και 
στο σύστηµα του εργαστηρίου συνδέονται µέσω της σχέσης               , όπου 
γ είναι ο παράγοντας Λόρεντς που αντιστοιχεί στην ταχύτητα των µιονίων.  
Εποµένως,

και η ταχύτητα των µιονίων είναι                      . 

62,2 10  sτ −= ×
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Κ. Χριστοδουλίδης: Ειδική Θεωρία της Σχετικότητας

Άσκηση ΧΧ Το 1851, ο Φιζώ µέτρησε την ταχύτητα του φωτός µέσα σε 
ένα µέσον (το νερό) που βρισκόταν σε κίνηση µέσα στο σύστηµα αναφοράς 
του εργαστηρίου. Θα θεωρήσουµε µια δέσµη φωτός που διαδίδεται µέσα σε 
µια στήλη νερού, το οποίο κινείται µε ταχύτητα υ ως προς το εργαστήριο. Ο 
δείκτης διάθλασης του νερού είναι ίσος µε n και εποµένως η ταχύτητα του 
φωτός ως προς το νερό είναι ίση µε         , όπου c είναι η ταχύτητα του 
φωτός στο κενό. 

∆είξετε ότι η ταχύτητα του φωτός ως προς το εργαστήριο είναι ίση µε 

/c n

c n
u c

nc

υ
υ
+ =  + 
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ΛΥΣΗ

Θεωρούµε το σύστηµα αναφοράς του εργαστηρίου ως το σύστηµα S, µέσα 
στο οποίο το νερό κινείται µε ταχύτητα υ. Θα συνδέσουµε µε το κινούµενο 
νερό ένα σύστηµα αναφοράς Ś , το οποίο, εποµένως, κινείται µε ταχύτητα

ως προς το σύστηµα S. ˆυ= xυυυυ
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Η ταχύτητα του φωτός µέσα στο νερό και εποµένως και ως προς το 
σύστηµα Ś  είναι                        .

Μετασχηµατίζοντας, βρίσκουµε την ταχύτητα του φωτός ως προς το 
σύστηµα του εργαστηρίου,

ή                              .   
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2 2
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Φ.4 Στο αδρανειακό σύστηµα αναφοράς    , ένα σωµατίδιο έχει 
συνιστώσες ταχύτητας                     και                      . Σε ένα άλλο 
αδρανειακό σύστηµα αναφοράς, το     , που κινείται µε ταχύτητα               
ως προς το S, η ταχύτητα του σωµατιδίου έχει συνιστώσα                       .                     
Να βρεθεί η V και η      .          

ΛΥΣΗ

Η συνιστώσα x της ταχύτητας του σωµατιδίου στο S είναι:                    .
H συνιστώσα x της ταχύτητας του σωµατιδίου στο     είναι:                      .
Ο µετασχηµατισµός της συνιστώσας αυτής από το σύστηµα S στο   

είναι:   

Αντικαθιστώντας σε αυτή την εξίσωση έχουµε:

ή                                     ,     όπου    
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Κ. Χριστοδουλίδης: Ειδική Θεωρία της Σχετικότητας

από την οποία βρίσκουµε:     

Υπολογίζουµε τη συνιστώσα y της ταχύτητας στο σύστηµα     :   

Από τη σχέση                                      βρίσκουµε 

1 1 3 2 2 2
, ,

2 2 32 2 2
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Φ.9 Μια πηγή φωτός κινείται σε κυκλική τροχιά µε ταχύτητα 0,5c. Ποια 
είναι η µετατόπιση, λόγω του φαινοµένου Ντόπλερ, στην κίτρινη 
φασµατική γραµµή του νατρίου, όπως αυτή παρατηρείται από παρατηρητή 
στο κέντρο του κύκλου; Η γραµµή αυτή έχει µήκος κύµατος 589 nm στο 
εργαστήριο.

ΛΥΣΗ

Είναι                και εποµένως                  . 
Η µεταβολή στο µήκος κύµατος οφείλεται αποκλειστικά στο εγκάρσιο 
φαινόµενο Ντόπλερ και εποµένως               , όπου                         είναι το 
µήκος κύµατος στο σύστηµα αναφοράς της πηγής και       το µήκος κύµατος 
στο σύστηµα αναφοράς του παρατηρητή. Η µετατόπιση της φασµατικής 
γραµµής θα είναι:  

0,5β = 2 / 3γ =

0λ λ γ= 0 589 nmλ =
λ

( )0 0( 1) 589 2 / 3 1 91 nmλ λ λ λ γ∆ = − = − = − =
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Φ.11 Ένα ηλεκτρόνιο µε ολική ενέργεια 100 MeV κινείται κατά µήκος 
ενός σωλήνα µήκους 5 m. Ποιο είναι το µήκος του σωλήνα στο σύστηµα 
αναφοράς του ηλεκτρονίου; Η ενέργεια ηρεµίας του ηλεκτρονίου είναι 

, όπου        είναι η µάζα ηρεµίας του. 

ΛΥΣΗ

Αν      είναι ο παράγοντας Λόρεντς που αντιστοιχεί στην ταχύτητα του 
ηλεκτρονίου, η ολική ενέργεια του ηλεκτρονίου είναι                   , και 
εποµένως     

Αφού                είναι το µήκος του σωλήνα στο εργαστήριο, το µήκος του 
σωλήνα στο σύστηµα αναφοράς του ηλεκτρονίου θα είναι 

2
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Φ.12 Μια δέσµη πιονίων    , ενέργειας 1 GeV, έχει συνολική ροή  
σωµατίδια/s στην αρχή µιας διαδροµής που έχει µήκος 10 m στο σύστηµα 
του εργαστηρίου. Ποια είναι η ροή των σωµατιδίων στο τέλος της 
διαδροµής; Το      έχει µάζα ηρεµίας                                 και µέση διάρκεια 
ζωής                              .                  

ΛΥΣΗ

Η ολική ενέργεια ενός πιονίου είναι                     και, εποµένως,  

.

Η ανηγµένη ταχύτητα των πιονίων είναι  

.    

Εποµένως, ο χρόνος που απαιτείται στο σύστηµα αναφοράς του 
εργαστηρίου για να διανύσουν τα πιόνια τη διαδροµή των 10 m είναι 

.

π + 610

2139 MeV /m cπ =π +

82,56 10  sπτ
−= ×

2E m cπ γ=
2/ 1000 /139 7,19E m cπγ = = =

2 21 1/ 1 1/ 7,19 0,990β γ= − = − =

( )8 8/ 10 3 10 0,990 3,37 10  st D cβ −∆ = = × × = ×
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Στο σύστηµα αναφοράς των σωµατιδίων, αυτός ο χρόνος είναι ίσος µε

.

Στο χρόνο αυτό, ο αριθµός των σωµατιδίων µειώνεται από      σε    , όπου 

Αν       και      είναι οι αντίστοιχες ροές, σε σωµατίδια ανά µονάδα χρόνου, 
θα είναι  

. 

Αντικαθιστώντας, βρίσκουµε για τη ροή των πιονίων ανά µονάδα χρόνου 
στο τέλος της διαδροµής

.
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